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~~  说明 ~~ 

~~ Notes ~~ 

在这份试卷中，  x 表示小于或等于 x的最大整数。 

例如：   22  ，   22  ，   26.2  ，   36.2  。 

In this paper,  x  denotes the greatest integer less than or equal to x . 

For example,   22  ,   22  ,   26.2  ,   36.2  . 

 

第 1至第 10题，选择题，每题 4分。 

Question 1 to Question 10, multiple choice questions, each question carries 4 marks. 

 

1. 45674567 74567     mod 10 

          771          mod 10 

          972          mod 10 

          373          mod 10 

          174          mod 10 

      3777 3114144567       mod 10 

因此， 45674567  的个位数是 3。 

 

 

2.  
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当 52 x 时， y有最小值 16 。 

 

 

3.    2329182112611
2

  

方程式 02  baxx 的两个根为 23 及 23 , 

           62323 a  

          72323 b  

          1 ba  
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4. 设长方形原本的长是 x，宽是 y，则后来的长是 x2.1 ，宽是 y9.0 。因此，后来的面积

是 

     xyyx 08.19.02.1   

因此，面积增加了 8%。 

 

5. 一个正 n边形的每一个顶点都可以与除它本身及它相邻的两个顶点以外的其他  3n

个顶点形成一对角线。但每一条对角线有两个端点。因此，正 n边形有
 

2

3nn
条对

角线。 
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6.  
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7.   

          

)3(3

)2(3

)1(3







crba

brca

arcb

 

     321  得： 

   rcbacba  32  

   0 cba      或   
3

2
r  

若 0 cba ，
3

1

3





a

a
r  

   
3

2
r   或   

3

1
r  

 

8. 设 A  有 x个奇数元素， y个偶数元素。则  yx, 可以是  0,1 ，  0,2 ，  0,3 ，  1,2 ，

 1,3 ，  2,3 。 

   0,1, yx 的 A有 3个。 

   0,2, yx 的 A有 3个。 

   0,3, yx 的 A有 1个。 

   1,2, yx 的 A有 933  个。 

   1,3, yx 的 A有 331  个。 

   2,3, yx 的 A有 331  个。 

满足条件的子集合 A共有 22个。 

 

 

 

9.  
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          BCOD ， 7CMBM     (半径垂直平分弦) 

            EBMDCM      ( CDBE // ，内错角相等) 

             BEMCDM       (ASA) 

             rEMDM
4

1
 ， rOM
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             7
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                                 11222  rOD  

           

 

 

10.  
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11. 设 499x ，则 12999  x 。 

 
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1

1

12999499

2
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12. 四位数大于 999，少于 10000的整数。 

少于 10000的正整数中，有 666
15

10000









个能被 15整除。 

少于 1000的正整数中，有 66
15

1000









个能被 15整除。 

因此，能被 15整除的四位数有 60066666  个 
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13.        36.1083010.03602log3602log 10

360

10                      

                    
109360108

360

10

10210

1092log108




           

                3602  有 109位数。 

 

 

14.   

 

   
17

171253

184425309,

22

222







xyx

xxyxyxyxf

 

当 053  yx ， 012 x ，即，
2

1
x ，

10

3
y ，  yxf , 有最小值 17。 

 

15. 设丽芬跑一圈需要 x分钟。 

利明在相遇前跑了的路程，等于丽芬在相遇后所跑的路程，即一圈的
x

9
。因此，利民

花了
x

9
10 分钟来跑这段路程；而丽芬在相遇前跑了 9x 分钟。因此， 
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             15x  

   

16.   

 

 

 

 

 

 

 

                       

                      
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                      设 7DEF ， 9DFE    

                      







8

12816

1809752







 

                      608764180x  

                                          60x  

 

17. 若 N是最小的，则 N尽可能越少位数越好，这表示让 N 有越多位数是 9越好。 

   192242017   

因此， N  的第一位数是 1，其余 224位数是 9。N有 225位数。 

 

 

18.   

 

 

 

 

 

 

15 AMMCBM  

       B  

     
5

3

152

18
sin 




BC

AC
  
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4
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     150
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
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19. 25123454321   
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20. 设 13  ， 31 ，则 2  ， 2 。 

我们注意到， 01   。 

   

  4162

203

3323366

333








 

10 6   ，因此， 416415 6  ，   41513
6






   

 

 

21. 由算术—几何平均值不等式， 

2

999444
6

999444342

6 624

6 222222

222222222









zyx

zzzyxx

zzzyxxzyx

 

当
3

1

944

222


zyx

时，
342

222 zyx
  有最小值 2。 

 

 

22.   

 

 

 

 

 

 

 

设 aAC 2 ， bBC 2 ，则由
BC

CD

CD

AC
 得 abCD 2 。 

     

 

  ababS
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
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
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
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23. 设   kqpqp  6logloglog 16129 ，则 

)3(166

)2(12

)1(9




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k
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)1(

)2(
得：      

k

x 









3

4
 

)2(

)3(
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k

x










3

4
1
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   023

06

6
1
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




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x
x

 

         0x ，   3x  

                      3010 x  

 

 

24.   

 

 

 

 

 

 

 

 

设 bACAB  ， dAD  ，则b与d都是整数。 

      85222  BDdb  

                 85 dbdb  

        只有两个可能性： 

• 85 db ， 1 db ，则 43b ， 42d ； 

• 17 db ， 5 db ，则 11b ， 6d 。 

由此可得， AC的最小可能值是 11。 
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25. 11010000001 2017

s0'2016

   不能被 2，3及 5整除。 

      3101       mod   7 

      2102      mod   7 

      1103      mod   7 

      1106      mod   7 

 3101010 133662017       mod   7 

因此， 10000001
02016

 
个

除以 7余 4，所以 7不是它的质因数。 

        1110
20172017      mod 11 

因此， 10000001
02016

 
个

可以被 11整除，11是它的最小的正质因数。 

 

 

26.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

设点 A为  248, aa  ，则长方形 ABCD的面积为 

                  2482 aaA   

由算术—几何平均值不等式， 

      15

3
222

222222 2
3

48482
48482482 







 


aaa
aaaaa  

     162222 24822  aaA  

即，当 22 482 aa  时， A有最大可能值 25628  。 
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27. 若 0x ，   6,0 yf 。 

若 0x ，  
2

2

1

6612
,

uu

uu
yxf




 , 其中

x

y
u  。 

    
6
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
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





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



u
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当
2

1
u 时，

4

3

2

1
2









u 有最小值

4

3
，   

6

4

3

2

1

6
2











u

有最大值 146

4

3

6
 。 

      当 yx 2 ，  
22

22 6612
,

yxyx

yxyx
yxf




 有最大可能值 14。 

 

28.  

 

  
 

   
 
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





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nn

nn
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nnnn

nn

  

当 29n ， 029  n ， 014  n 。因此， 01  nn AA 。所以，  313029 AAA  

当 14n ， 029  n ， 014  n 。因此， 01  nn AA 。所以，  131415 AAA  

当 2815  n ， 

                        n

n

n
2

2829

1428

29

14
0 









  

因此，     014152930  nn nn ， nn AA 1 。所以， 15272829 AAAA    

由此可得，当 29n 时， nA 的值最大。 
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29. cbaP  ，因此，
2

cba
A


 。由三角形面积的希罗公式， 

            
    

16

cbabcaacbcba
A


  

因此， 

           

      

     cbacbaacbcba

cbacbaacbcbacba








4

164

2

 

设 xacb  ， ybca  ， zcba  ，则 x， y， z都是正整数且

zyxcba  ， 

2

zy
a


 ，

2

zx
b


 ，

2

yx
c


  

       zyxxyz  4  

由 x， y， z的定义可得它们必须同是奇数或同是偶数，由  zyxxyz  4 则得 x，

y， z必须同是偶数。因此，可设 xx  2 ， yy  2 ， zz  2 。 

因此， 

      zyxzyx   

不失一般性，可设 zyx  。则 xzyx  3 ， 3zy 。 

因此， 32 z ， 1z 。 

1 yxyx ，即    211  yx 。因此，   21
2
y ， 11y ， 21x 。即， 

3x ， 2y ， 1z ，此时 3a ， 4b ， 5c ， 6
22








zyxcba

A 。 

因此， A的最大可能值是 6。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2017年陈景润杯中学数学比赛                                                                                                中阶组解答  

30. 1nn 可以被 30整除若且唯若它可以被 2，3，5整除。 

若 0n  mod 2， 11nn  mod 2。 

若 1n  mod 2， 01nn  mod 2。 

1nn 可以被 2整除若且唯若 1n   mod 2。 

若 0n  mod 3， 11nn  mod 3。 

若 1n  mod 3， 21nn  mod 3。 

若 1n  mod 3，   111 
nnn  mod 3。 

1nn 可以被 3整除若且唯若 1n   mod 2且 1n   mod 3，即 56  kn 。 

若 0n  mod 5， 11nn  mod 5。 

若 1n  mod 5， 21nn  mod 5。 

若 2n  mod 5，         012112121
1256


 kkknn  mod 5。 

若 1n  mod 5，   111 
nnn  mod 5。 

1nn 可以被 30整除若且唯若 1n   mod 2， 1n   mod 3，且 1n   mod 5，即

2930  kn 。 

小于 1000的整数中，形如 2930 k 的最大的 n是 98913330  。 

 

 

 

 

 


